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Aufgabe P11 Darstellungen der Lorentzgruppe

Die sechs Erzeugenden Jαβ = −Jβα der Lorentzgruppe erfüllen die Kommutatorrelationen

[Jαβ , Jγδ] = i(ηβγJαδ
− ηαγJβδ

− ηβδJαγ + ηαδJβγ) mit α, β, γ, δ = 0, 1, 2, 3 .

a) Man unterteilt die Erzeugenden in je drei Generatoren von Drehungen (Li) und
Boosts (Ki) gemäß

Li = 1

2
ǫijkJ jk

⇔ J ij = ǫijkLk und Ki = J0i mit i = 1, 2, 3 ,

also L1 = J23 , L2 = J31 , L3 = J12 , K1 = J01 , K2 = J02 , K3 = J03 .

Eine infinitesimale Lorentztransformation kann dann geschrieben werden als

Φ 7→ (1l − i ~θ ·~L − i ~β · ~K) Φ .

Wir wissen bereits, dass [Li, Lj ] = iǫijkLk. Bestimmen Sie die Kommutatorrelationen
[Ki, Kj ] sowie [Li, Kj]. Zeigen Sie, dass die komplexen Linearkombinationen

~JL = 1

2
(~L+ i ~K) und ~JR = 1

2
(~L− i ~K)

zwei miteinander vertauschende Drehimpuls-Algebren bilden:
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R
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j
R
] = iǫijkJk

R
, [J i

L
, J
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R
] = 0 .

b) Das Resultat von Teil a) bedeutet, dass jede endlich-dimensionale Darstellung der
Lorentzgruppe durch ein Paar (jL, jR) von (ganz- oder halbzahligen) Spins festge-

legt ist. In der Spin-1

2
-Darstellung des Drehimpulses gilt ~J=̇1

2
~σ. Schreiben Sie damit

explizit die Transformationen, die der (1

2
, 0) und der (0, 1

2
)-Darstellung der Lorentz-

gruppe entsprechen. Sie erhalten die in der Vorlesung gezeigte Transformation der
Weyl-Spinoren ψL und ψR.

Raten Sie, welche Objekte (Spinoren, Tensoren?) mit den Matrizen der Darstellungen
(1

2
, 1

2
) und (1, 0) transformieren (Dimensionalität?). Was ist (1

2
, 0) ⊕ (0, 1

2
)?

Aufgabe P12 Diracgleichung mit kugelsymmetrischem Potential

Zeigen Sie, dass für ein Dirac-Teilchen in einem kugelsymmetrischem Potential V (r) die

Größe ~L+ h̄
2

~Σ eine Konstante der Bewegung ist, nicht jedoch ~L allein. Was bedeutet dies?

Erinnerung: ~L = (~r×~p)·

(

1l 0
0 1l

)

und ~Σ =

(

~σ 0
0 ~σ

)

.


